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１．はじめに 

	
 教師が授業を計画する際に、生徒にとって何がどのくらい難しいのかという実態を事前に推し

量り（「困難度査定」と呼ばれる）、それらを授業設計に生かすことの重要性が指摘されている（市

川、2014）。一方で、「もっと分かっていたと思ったのに、テストをやってみたら、全く分かって
いなかった！」など、教師の予測が大きくずれることも少なくない。こうした予測は、教師や課

題などによっても異なると考えられる。本プロジェクトでは、表１に示すようなデータ構造を想

定し、教師が予測した離散確率分布と生徒の実態を示す離散確率分布のあり方をパラメータαと

して表現する、以下のような数理モデルを開発している（植阪・中川、2012）。このモデルでは、
課題𝑖において、教師𝑗がカテゴリ𝑘について予測した割合を𝑄%&'、課題𝑖におけるカテゴリ𝑘に属し

ている児童生徒の割合を𝑃%'として表している（なお、βについては、 𝑄%&'' = 1であるという特

徴から、αの関数として表現することが可能である。このためパラメータはαのみと捉えている）。 
 
 𝑄%&' = 𝛽%&	
  𝑃%'-./ (1) 

  

表１	
 データ構造の例 

 
	
 このモデルでは、教師の予測した確率分布𝑄%&'を児童生徒の実態を示す確率分布𝑃%'の関数と捉

え、αは両者の関係性を記述するパラメータとなっている。このパラメータの値と、確率分布間



の関係性については、植阪ら（印刷中）や仲谷ら（印刷中）を参照されたい。 
   パラメータαは、（課題の影響は受けているものの）ある教師の予測の仕方の特徴を記述する

パラメータである。それと同時に、別の見方をすると、本数理モデルのパラメータαは、2つの
確率分布の類似度を評価する指標とも捉えられる。２つの確率分布の比較を行う場合に、情報科

学の分野では一般的に、以下の式で示されるような KL（Kullback-Leibler）情報量が用いられ
る。この指標は、２つの確率分布間（この場合には、𝑃'、𝑄'）の一般的な距離を表現している。 

 
 𝐾𝐿2 = 𝑃'

'

log
𝑃'
𝑄'

 (2) 

     

	
 本稿では、αと KL情報量との関係性について数理的に考察し、αが従来の KL情報量では十分に区

別できなかった情報を区別しうる指標であることを明らかにする。 

 

２.αと KL 情報量との関係性の解明 

	
 以下に述べる証明を通じて、ある KL 情報量に対して、複数のαが対応しており、αを一意に
定めることができないことが明らかとなった。すなわち、本数理モデルで提案したαは、従来用

いられてきた KL 情報量では区別できなかった側面を表現することができていると考えられる。
本節では、ある KL 情報量に対して、複数のαが対応しており、αを一意に定めることができな
いことについて、数学的に証明する。 
事前の式展開	
 分析に先立ち、いくつかの式変形を行う。なお、以下では、𝑖𝑗の添字を省略して表記す

る。まず、本モデルにおいて𝑄'はカテゴリ	
  𝑘に関して教師が行った予測（割合）であり、 𝑄'' = 1で

ある。この制約を考慮し、かつ𝑧 = 𝑒8-9:' 、𝐸' = − log 𝑃'とおくと、 (1)は以下のようにかける
（なお、𝑧はβの逆数となっている）。 
 

 
𝑄' =

𝑒8-9:
𝑧

 (3) 

	
  
次に、教師が予測した確率分布の平均点について考える。平均を𝐸とすると、𝐸 = 𝐸'𝑄'' となる。 
ここで、log 𝑧をαで偏微分すると、以下のように−𝐸となることがわかる。 
 
 𝜕

𝜕𝛼
log 𝑧 =

1
𝑧
𝜕
𝜕𝛼

𝑒8-9:
'

= − 𝐸'
𝑒8-9:
𝑧

'

= −𝐸 (4) 

	
  
	
 さらに、教師が予測した確率分布の分散を考える。𝑉9は分散なので、𝑉9 ≥ 0である。また、 𝑄'' =

1に注意すれば以下のようにかける。 
 

𝑉9 = 𝐸' − 𝐸 B𝑄'
'

 



= 𝐸'B𝑄'
'

− ( 𝐸'𝑄'
'

)B 

 
𝑉9 =

𝐸'B𝑒8-9:'

𝑧
−
( 𝐸'𝑒8-9:' )B

𝑧B
 (5) 

 
	
 また、後ほど、証明の中で利用する関係から、𝐸のαによる 1階微分を考える。すると、以下の
展開から𝐸の 1階偏微分は、０または負の値となる。 
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(5)より 
=
( 𝐸'𝑒8-9:' )B

𝑧B
−

𝐸'B𝑒8-9:'

𝑧
= −𝑉9 ≤ 0 (6) 

 
ある KL 情報量に対し、αが一意に定まらないことの証明	
 以上を用いて、KL情報量とαを関係
づける。より具体的には、KL情報量をαの関数で表現した後、２階偏微分を求め、KL情報量が
下に凸の関数になっていることを示す。 
	
 まず、Pのエントロピーを𝑆2 = − 𝑃' log 𝑃'' とおき、𝐾𝐿2を𝑆2を用いて表すと、 
 

𝐾𝐿2 = 𝑃'
'

log 𝑃' − 𝑃'
'

log 𝑄' 

(3)を代入して = −𝑆2 − 𝑃'(log 𝑒8-9: − log 𝑧)
'

  

= −𝑆2 − 𝛼 𝑃'𝐸'
'

+ log 𝑧 𝑃'
'

 

= −𝑆2 + 𝛼𝑆2 + log 𝑧 
= (𝛼 − 1)𝑆2 + log 𝑧 

 
ここから、KLPのαによる 2階偏微分を求める。 
 

𝜕𝐾𝐿2
𝜕𝛼

= 𝑆2 +
𝜕
𝜕𝛼

log 𝑧 

(4)より = 𝑆2 − 𝐸  
（𝛼 = 1のとき𝑆2 − 𝐸 = 0） 



(6)より 𝜕B𝐾𝐿2
𝜕𝛼B

= −
𝜕𝐸
𝜕𝛼

= 𝑉9 ≥ 0  

 
	
 2階偏微分が正であるから、αと KLPの関係性を示すグラフは図 1のように下に凸となる。 

 
図 1	
  αと KLPの関係性を示すグラフの概形 

 
	
 このグラフからも、ある KL 情報量に対して、複数のαが対応しており、αを一意に定めるこ
とができないことが明らかである。よって、KL情報量では区別できなかった側面をαは表現して
いると考えられる。これは、パラメータが示していることとつきあわせてみても納得ができる結

果である。KL情報量は確率分布間の単純な距離を表している。一方で、本モデルのパラメータα
は、本学会において植阪らが論じているように、「高い部分をより高く、低い部分はより低く評定

している場合」（α＞１）と、「高い部分はより低く、低い部分はより高く評定している場合」（α

＜１）とを区別している。確率分布間の距離という視点から見ると等距離にあると考えられる 2
つの分布を、αは分布の特徴の違いによって区別しうる指標なのである。 
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